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Capitulo 1

Hiperespacios

1.1. Notacion basica

Los simbolos N y R denotan el conjunto de los niimeros naturales y el conjunto de los
nimeros reales respectivamente. Sea D C R acotado. Denotamos por Inf(D), el infimo
del conjunto D.

Sean Z un espacio topolégico y A C Z. Los siguientes simbolos Clz(A) y Intz(A) denotan
la cerradura y el interior del conjunto A en Z. En el caso de que no haya confucién en el

espacio base, utilizaremos los simbolos Cl(A) y Int(A).

Definicién 1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no degenerado.

Definicién 1.2. Sea X un espacio métrico. Decimos que un subespacio de X es un

subcontinuo si es compacto y conexo con la topologia heredada.

Definicién 1.3. Decimos que un continuo X es unicoherente si para cualesquiera par de

subcontinuos propios A y B de X tales que X = AU B, se tiene que AN B es coneza.

Definicién 1.4. Un continuo es hereditariamente unicoherente si la interseccion de cua-

lesquiera dos de sus subcontinuos es conexa.
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Teorema 1.5. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente y { K, }aca una familia

de subcontinuos de X tal que (| Kq # 0. Entonces (| K, es un subcontinuo de X.
acl a€cA

Demostracion.

Claramente () K, es un cerrado no vacio. Para probar la conexidad, supongamos lo
acN
contrario. Entonces existen dos cerrados en X ajenos y no vacios M y L tales que

ﬂKa:MUL.

a€A
Dado que X es normal, existen dos abiertos en X ajenos U y V tales que M C Uy
L C V. Entonces

(N EK.CcUUV.

acA

Asi,
X\(UuV)CcX\([)E) = |J X\ K.

aceA aeA

Como X \ (UUV) es cerrado y compacto en X, existe K,,, ..., K,, tales que

X\(UUV)COX\K%:X\HK%.

=1 =1

Entonces
n
(Ko, cUUV.
i=1
Por otro lado,
n
() Ko, #0
i=1
n
y X es hereditariamente unicoherente, [ K,, es un conexo.
i=1
De donde
n
(Ko, CU
i=1
0
n
() EKa, C V.
i=1

Usando que

MULCﬁKa

i=1

[
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y también

MULCUoMULCY,

en cualquiera de los casos se tiene una contradiccion.

Por lo que (] K, es un conexo. Por lo tanto
a€cl

() Ko € C(X).

aeA

Definicién 1.6. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es localmente conexo si
para todo x € X y para todo abierto U en X tal que x € U, existe un abierto conexo V

tal que x € V C U.

Lema 1.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Si (b,)n es una sucesion en X tal que para

toda n € N se tiene d(x,b,) < =, entonces la sucesion (by,), converge a x.

Demostracion.

Sea n > 0. Por la propiedad arquimediana existe N € N tal que % <mn. Sean > N.

Entonces

<n 'y d(zb,) <n.

==

Por lo tanto (b,), converge a x. [ |

Definicion 1.8. Sean X un espacio métrico con métrica d, v € X yr > 0. Definimos la

bola de radio r con centro en x como

B.(x) ={y € X : d(z,y) < r}.
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Lema 1.9. Consideremos al intervalo [0,00) con la topolégia usual del conjunto de los

nimeros reales. Si A es un subconjunto no vacio de [0,00), entonces inf (A) € Cli o) (A).

Demostracion.

Consideremos o = inf (A). Sea € > 0. Demostraremos que B(a) N A # (). Ahora, como
a<a+eya=inf(A),

existe a € A tal que a <a < a+e.

Asi a € AN Be(a). Concluimos que
AN B (a) # 0.

Por lo tanto o € Clg o0y (A). [

Teorema 1.10. Sean (X, d) un espacio métrico compacto y p € X. Entonces la funcion

f:X —[0,00) definida como f(z) = d(z,p) es continua.

Demostracion.

Sea € > 0. Sean x,y € X tales que d(z,y) < e. Demostraremos que |f(z) — f(y)| < e. Por

la desigualdad del tridangulo, tenemos:

d(p,z) < d(p,y) +d(y,x) y

d(p,y) < d(p,z) + d(x,y).

Entonces

d(p,x) —d(p,y) < d(y,r) <ey
d(p,x) — d(p,y) < d(y,r) <e.

Concluimos que
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[d(p,z) —d(p,y)| = |f(z) — f(y)] <e
Por lo que,

[f(z) = fly) <e

Por lo tanto f es continua . ]
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Lema 1.11. Sea (X,d) un espacio métrico, A C X compacto y p € X. Entonces existe
a € A tal que
d(p,a) = inf {d(p,z) : x € A}.

Demostracion.

Consideremos la funcién f : X — [0, 00) definida por f(z) = d(p, x). Por el Lema 1.10, f
es continua. Como A es compacto en X, f(A) es compacto en [0, 00).

Asi, dado que f(A) es cerrado y acotado, por el Lema 1.9,

inf (f(A)) € f(A).

Entonces existe a € A tal que

f(a) = inf (f(A)).

Asi
d(p,a) = inf{d(p,z) : . € A} =inf (f(A))

Definicién 1.12. Sean X un espacio métrico, A C X no vacio y € > 0. Definimos la

nube de A de radio € como el conjunto:
N(e,A) ={zr € X : existe a € A tal que d(a,x) < €}.

Lema 1.13. Sea X un espacio métrico y A C X compacto. Si U es un abierto en X tal

que A C U, entonces existe r > 0 tal que A C N(A,r) C U.

Demostracion.

Sea d la métrica para X. Supongamos que U # X. Sea
e=inf{d(z,y) 1z € A,y e X\ U}.

Probaremos que € > 0. Supongamos que ¢ = 0. Entonces existen dos sucesiones (z,), C A

Y (Yn)n € X \ U tales que {d(x,,y,)}52,} converge a 0.
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Como A es compacto, sin pérdida de generalidad podemos suponer que la sucesion (x,),,

converge a un x para algun z € A. Ahora veamos que = € Cl((y,)n). Sea § > 0.

Vamos a probar que Bs(z) N (y,)n # 0. Dado que d(x,,y,) — 0, existe N; € N tal que
(T, Yn) < g para toda n > N;. Como z, — =, existe Ny € N tal que d(z,,x) < g para
toda n > N,.

Sea n > max {Ny, No}. Usando la desigualdad del triangulo,

d(z,yn) < d(x, 2n) + d(20, yn) < g + g =0.

Por lo que d(z,y,) < J. Asi

Yn € B(S(gj) N (yn)n yxe Cl((?/ﬂ)ﬂ)
Entonces
z € Cl((yn)n) CCUX\U) =X \U.

Concluimos que x € X'\ U, una contradicién. Por lo que € > 0. Finalmente, demostraremos
que N(e,A) C U. Sea x € N(¢, A), existe a € A tal que d(z,a) < e. Supongamos que
x¢U.Asiz € X\U.Dadoquea€ Ay z e X \U, e <d(z,a). Entonces

d(z,a) < e<d(z,a),

lo cual es una contradiccién. De donde z € U.

De lo anterior N(e, A) C U.

Teorema 1.14. Sea (X;); una sucesion de espacios métricos compactos tal que X; O X;11
para cada i € N. Si U es subconjunto abierto de Xy tal que U D (.2, X;, entonces existe
N € N tal que U D X; para toda i > N.

Demostracion.

Supongamos lo contrario. Por cada N € N, existe iy > N tal que X;, ¢ U. Por cada

N € N, escogemos z;,, € X;, \U.
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Dado que X es compacto, existen p € X; y una subsucesion (z;, ); de la sucesién (z;y ) v

convergente a p. Dado que
(@ix, 1 C XA \U vy Xi\U

es cerrado, p € X; \ U.

Necesitamos probar la siguiente

Afirmacion. Para toda k € N, p € X,.
Sean k € Ny iy, > k. Entonces
ZEiNZ S XiNl C X;.

Asi Tiy, € X}.. De donde

(@in, Jin, 2k C X

Por lo que p € Xj. Esto prueba la afirmacién.

De la Afirmacién,
pe()Xkypel,
k=1

una contradiccion.

Por lo tanto existe un N € N tal que U D X; para toda i > N.

Lema 1.15. Sea (X;); una sucesion de continuos en un continuo X tal que X; D X,y

para cada i € N. Entonces ()2, X; es un continuo.

Demostracion.

Sea Z = (2, X;. Por el Teorema 1.14, Z es un espacio métrico compacto y no vacio. Para

probar la conexidad de Z, supongamos lo contrario.

Entonces existen dos cerrados ajenos y no vacios A y B de X tales que Z = AU B.

Dado que X es un espacio normal, existen dos abiertos ajenos V' y W tales que A C V' 'y

B C W. Por el Teorema 1.14, para U =V U W, existe N € N tal que X; C U para todo
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1 > N. Sea i > N. Necesitamos probar las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1 Entonces X; = (X; N V)U (X; nW).

Claramente

(X, NV)U(X;NW) C X,

Ahora, Sea x € X;. Dado que
X, cUyU=VUWzxzeVoxreW.

ASI/,ZEEXZ'QVOIEXZ'QW.
Por lo que

X,=XinV)u (X;nW).

Afirmacion 2 Entonces X; NV # 0y X; N W # 0.

Dado que A y B son no vacios,
ACXiﬁVyBCXiﬁVV,

X,NV A0y X;nW #£0(.

Usando que X; NV y X; N W son abiertos en X;, por las Afirmaciones 1y 2, X; no es

conexo, una contradiccién.

Concluimos que Z es conexo. Por lo tanto Z es un continuo. |

Lema 1.16. Sean (X, d) un espacio métrico, A C X yr > 0. Entonces
CI(N(A,r)) C N(A,2r).

Demostracion.

Sea z € CI(N(A,r)). Entonces
B.(2)NN(A,r) #0.

Sea x € B,(z) N N(A,r). De donde existe a € A tal que d(z,a) < r.
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De modo que

d(a,z) <d(a,z) +d(z,z) <r+r=2r.

De esto, concluimos que d(a, z) < 2r. Por lo que z € N(A, 2r).
Por lo tanto

CI(N(A,r)) C N(A,2r).



Capitulo 2

El hiperespacio 2

Dado un continuo X, definimos el hiperespacio de subconjuntos cerrados y no vacios

de X como el conjunto:

2% = {A C X : A es cerrado y no vacio}.

Al hiperespacio 2% lo consideramos con la topologia de Vietoris, la cual la describire-
mos a continuacion. Primero vamos a dar algunas definiciones. Sean Fj, ..., E} subcon-

juntos de X, definimos:

k
(Br,....Ex)={Ae2¥: Ac|JE y ANE; #0, paratodoi € {1,...,k}}.

i=1

El siguiente lema enlista algunas propiedades de los conjuntos definidos anteriormente

para 2%,

Lema 2.1.

Sean k € N y Uy, ..., U, € X. Se tienen las siguientes propiedades.

k k

a) (Uy,...,Uy) = <¢91 U;) N <1;D1<X’ Us)).
b) (Uy) N (Uz) = (U NUy).

c) (X, Up) N (X, Uy) = (X, Uy, Us).

d) (Uy) N (X, Us) = (Uy, Uy N Uy).

16
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e) Si© :2% — 2% una funcidn, entonces {A € 2% : O(A)NU, # 0} = O~ (U, X)).

f) Si© :2% — 2% una funcién, entonces {A € 2% : ©(A) C U} = 071 ((Uy)).

Demostracion.

A continuacién probaremos a).
k

Sea A € (Uy,...,Uy). Es facil ver que A € (|J U;). Notemos que AN U; # () para todo

=1

ie{l,....k}, Ae (X, U;) para todo i € {1,...,k}.

Por lo que
k k
i=1 i=1
k k
Por otro lado, sea A € (|J U;) N () (X, U;)). Entonces
i=1 i=1
k k
Ae(Ju)y Ae (X, Uy).
i=1 i=1

k
AstACc UU; y ANU; # 0 para todoi € {1,...,k}. De donde A € (Uy,...,Uy).

=1

Por lo tanto
k k

(Ur,...,Ur) = <U Ui) N (O<X> Ui)).

Ahora demostraremos la parte b).

Sea A € (Uy) N (Us). Entonces A € (Uy) y A € (Us). De lo anterior, se tiene que

ACUlﬂ Us.

Por lo que A € (U; NUs).

Por otro lado, sea A € (U; N Us). Entonces A C Uy NUs. Asi, A C U; para i € {1,2}.

De donde, A € (U;) N (Us). Concluimos
(U1) N (Usz) = (U NUy).

En seguida probaremos c).
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Para la primera contencién, sea A € (X, U;) N (X, Us). Entonces
AC XU U, u UQ,

ANUL #0y ANU, # 0.

Por lo que

A€ (X, Uy, Us).

Para la segunda contencién, sea A € (X, Uy, Us). Entonces ANU; #0 # ANUyy
AN X # (). Notemos que
XUU; =X =XUU,,

asi A € (X,U;) N (X, Us).

Por tanto

(X,U) N (X, Us) = (X, Uy, Us).
Acto seguido justificaremos d).

Sea A € (Uy) N (X, Us,). Entonces, dado que
Ae(ly) vy Uh=UU (U nNUy),

se tiene que

AC U1U(U1ﬂU2).

Ahora, dado que A C Uy, se tiene que
(ANU)NU; = ANUy # 0.
Asi, AN (U, NUy) # (. Por lo que A € (U, U NUs).
Demostraremos A € (Uy) N (X, Us). Sea A € (Uy,U; NUs). Dado que
AcUU(UnUy)=Uy ANU #0,A e (Uy).

Por otro lado, como

AN(UiNU) #0,A € (X, Uy).

Por lo que A € (Uy) N (X, Us).
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Concluimos

(Uh) N (X, Us) = (U, Uy N Uy).

Para probar e), sea A € {B € 2%X : ©(B) N U, # 0}. Entonces
O(A)NU, # 0.

Asi, ©(A) € (U, X). De donde, A € ©71((Uy, X)).

Para ver la otra contencién, sea A € ©71((U;, X)). Entonces
O(A) e (U, X) y ©A)NU, #0.

Asi, A€ {B e 2% :0(B)NU; # 0}. Podemos concluir la prueba para e).

Finalmente para probar f), sea A € {B € 2% : ©(B) C U, }. Entonces O(A) C Uy.
Asi, ©(A) € (U;). De donde, A € ©71((Uy)).
Por otro lado, sea A € ©1((U)). Entonces ©(A) € (Uy) y O(A) C U;. Asi,

Aec{Bec2*:0(B)cU}.

Esto demuestra f).

Ahora vamos a definir la topologia de Vietoris de la siguiente manera. Sean X un

continuo con Tx su topologia y
S={{U):Uerx}Uu{{X,U):UE€1x}.

Sea 7y la minima topologia que tiene como subbase a S para 2.

El siguiente resultado permite obtener una base para la topologia 7.
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Teorema 2.2. Sea (X, 7x) un espacio topolégico. La familia
By = {{Uy,...,Uy) : Uy,..., Uy son abiertos en X,k € N}
es una base para Ty .

Demostracion.

Sean

S={{U):Uen}U{{X,U):U e}

y §* la familia formada por las intersecciones finitas de elementos de §. Dado que la

familia S es una subbase para 7y, es suficiente probar que
S* - B\/.

Primero probaremos que:

By C §*.

Sean k € Ny Uy,..., Uy € 1x tales que (Uy, ..., Uy) € By. Probaremos que (U, ..., Uy) €
S*.

Por Lema 2.1. a), (Uy,...,U) € S*.

Finalmente veamos que:

S* C By.
Sean Uy, U, € 7x tales que

(Uh), (U2), (X, Uh), (X, U) €S.

Por lo obtenido en b), ¢) y d) del Lema 2.1, se concluye que §* C By.

Por lo tanto By es base para la topologia de Vietoris 7y. |



2.1. LA METRICA DE HAUSDORFF PARA 2% 21
2.1. La métrica de Hausdorff para 2*

Definicién 2.3. Sean X wun continuo, p € X y n € N. Consideremos los siguientes
hiperespacios de X .
C(X)={A€2%: A es conexo},

F.(X)={A €2 : A tiene a lo mds n elementos},
Fu(p, X) ={A € Fu(x) : p € A},
2y ={Ae2¥:pe A}

Para un continuo X definiremos una métrica para 2% de la siguiente manera. Para

cada A, B € 2%, definimos

E(A,B)={e¢>0: A€ N(e,B)y Be€ N(¢,A)}.

Definicién 2.4. Sea X un continuo, definimos la funcion H : 2% x 2% — [0,00) como
H(A,B) =inf E(A, B)

para cada A, B € 2%,
A continuacién probaremos que H es una métrica para 2.

Teorema 2.5. Para un continuo X la funcién H es métrica para 2.

Demostracion.

a) Primero vamos a probar que la funcién H estd bien definida. Sean A, B € 2%. Dado
que A # (), podemos elegir ap € A. Como B es compacto y acotado, existe 2o € X y § > 0
tal que B C Bs(zp).

Sea € = d(ag, xg) + 0. Claramente € > 0. Necesitamos probar

B C B.(ag) C N(e, A).
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Observemos que

B.(ag) C N(e, A).

Sea x € B. Dado que B C Bj(xy), d(x,x¢) < 0, asi
d(x,ap) < d(z, o) + d(x0,a0) < 6+ d(xg,a9) = €.
Por lo que d(z,a) < €. De donde = € B(ag). Asi, z € N(e, A). Concluimos
B C B.(ag) C N(e, A).

Usando un argumento similar al anterior, existe €; > 0 tal que A C N(ey, B).

Sea €2 = max {€y, €}. Asi
B C N(ey,A) y A C N(ey, B).

Concluimos que €, € E(A, B). De esto y de que E(A, B) esta acotado inferiormente por

el cero, H esta bien definida.

b) Dado que E(A, B) esté acotado inferiormente por el cero, H(A, B) > 0.

c¢) Claramente H(A, B) = H(B, A).

d) Vamos a probar que H(A, B) =0 siy sélo si A= B.
Supongamos H (A, B) = 0. Necesitamos demostrar que F(A, B) = (0, c0).

Es claro que E(A, B) C (0, 00). Falta demostrar que E(A, B) D (0,00). Sea d € (0, 00).
Entonces el nimero ¢ no es cota inferior de E(A, B).

Asi, existe € € F(A, B) tal que € < §. Dado que € € E(A, B),
ACN(e,B) y BC N(¢, A),

asi

ACN(e, B)yCN(§,B) y BC N(e,A) C N(0,A)

De donde 6 € E(A, B). Por lo que

E(A,B) = (0, 00).
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De lo anterior,

1

AcN(1

)
n

A4)

para toda n € N.
Ahora, probaremos que A = B.

Para la primera contencion, sea x € A. Entonces = € N(%, B) para toda n € N. Por
definicion, existe b, € B tal que d(z,b,) < +. Por el Lema 1.7, la sucesion (by,), converge

a x. Asi, dado que B es cerrado y (b,), C B, x € B. Esto prueba que A C B.

Para probar la otra contencion, sea x € B. Entonces x € N(%, A) para toda n € N.
Por definicién, para toda n € N, existe a,, € A tal que d(z,a,) < % Por el Lema 1.7, la
sucesién (a,), converge a x. Asi, dado que A es cerrado y (a,), C A, x € A. Esto prueba

que B C A. Concluimos A = B.

Para probar la Suficiencia, supongamos que A = B. Vamos a probar que H(A, B) = 0.
Primero veamos que E(A, B) = (0,00). Claramente E(A,B) C (0,00). Para la otra

contencién, sea § € (0,00). Dado que
ACN(,A) y BCN(,B) v A=B,

tenemos que

B C N(6,A)y AC N(6,B).

De donde 6 € E(A, B). Por lo que
E(A,B) = (0,00).

Asi
H(A, B) = inf B(A, B) = inf (0, 00) = 0.

Es conocido que para un continuo X, la topologia de Vietoris para 2% coincide con la

topologia inducida por la métrica de Hausdorff H. En este trabajo usaremos este hecho
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sin hacer referencia a ello. También usaremos que 2% y C'(X) con la métrica de Hausdorff

son continuos ([5, Teoremas 0.8, 1.9, 1.12, pp. 7, 63, 65]).

Definicién 2.6. Sean X un continuo y Ay, Ay € 2% tales que Ay # A,. Decimos que
una funcién continua e inyectiva a : [0,1] — 2% es un arco ordenado de Ay a A, si se

cumplen las siguientes condiciones :
1) a(0) = Ag, a(1) = Ay;

2) si0<t<s<1, entonces a(t) C as) y a(t) # a(s).

La prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [5, Teorema 1.8, p. 59].

Teorema 2.7. Sean X un continuo y Ag, A1 € 2% tales que Ay # A,. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) Existe un arco ordenado en 2% de Ay a Ay;

2) Ay C Ay y cada componente de Ay intersecta a Ay.

Corolario 2.8. Sean X un continuo y Ag, A1 € C(X) tales que Ay C Ay y Ay # A;.

Entonces eziste un arco ordenado « : [0,1] — C(X) de Ay a A;.
Lema 2.9. Sean X un continuo y A, B € 2X. Entonces H(A, B) < € si y sdlo si
AC N(e,B) y BC N(e A).

Demostracion.

Para demostrar la Necesidad, sea € > 0. Supongamos H(A, B) < €. Sea ¢ € R tal que

H(A, B) < € < e. Por definicién de infimo, existe 0 < r < ¢’ tal que
ACN(r,B) y BC N(r,A).

Entonces

B C N(r,A) C N(¢',A) C N(¢, A)



2.1. LA METRICA DE HAUSDORFF PARA 2% 25

AC N(r,B) C N(¢,B) C N(e B).

Asi
ACN(e,B) y BC N(e A).

Para la Suficiencia, supongamos que
ACN(e,B) y BC N(¢A).
Probaremos que existen n € R tal que

0O<n<e; ACN(@n,B)y BCN(nA).

Necesitamos probar la siguiente afirmacion.

Afirmacién. AcC |J N(J, B).

0<d<e

Sea a € A. Dado que A C N(e, B), existe b € B tal que d(a,b) < e. Tomemos § € R

tal que d(a,b) < ¢ < e. Entonces
a € B(§,b) C N(4,B),

porloque AC |J N(d,B).

0<d<e
Por la compacidad de A y de la Afirmacién anterior, existen d1,0s,...,0, < € tales
que
AC| N, B).
i=1
Definamos 7, = max{di, 92, ..., 9, }. Entonces

O0<m<eyAC N(m,B).
De forma anéloga, podemos encontrar 7, € R tal que

0<m<ey BCN(n,A).
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Tomemos 1 = max{n,n:}. Entonces 0 <n < ey
ACN(n,B) y BCN(nA).

Por tanto

H(A,B)<n<e.

Teorema 2.10. Sean X un continuo, (An)n y (Byn)n dos sucesiones en 2% tales que

A, = A y B, — B para algunos A, B € 2X. Entonces A, U B, — AU B.

Demostracion.

Sea € > 0. Dado que A,, - Ay B, — B, existen Ny, Ny € N tales que H(A,, A) < € para
todan > Ny y H(B,, B) < € para toda n > N,. Sean N = max{Ny, No} yn > N.
Por el Lema 2.9,

A, C N(e,A),AC N(e A,),
B, C N(e,B) y B C N(e, By).

De donde

A,UB, C N(e,A)UN(¢,B) C N(¢, AUB) y
AUB C N(e,A,) UN(e,B,) C N(e, A, U By).

Asi,

A,UB, C N(e,AUB) vy AUB C N(e, A, U B,).

Usando el Lema 2.9,

H(A,UB,,AUB) <.

Por lo tanto A, U B, — AU B. [ |
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Lema 2.11. Sean X un continuo y A € 2. Entonces la sucesion (C1(N (A, 1))),, converge

a A en 2%,

Demostracion. Sean d la métrica de X, e >0y N € N tal que % < ¢ para cadan > N.
Tomemos n > N. Claramente

AC N(CUN(A, L)), o).

n

Ahora, sea z € CI(N (A, 1)). Entonces

L) 20,

By (a) N4, ~

S=

Sea

1
z € B;(m)ﬂN(A,E)

Asi, d(z,2) < % y existe a € A tal que d(z,a) < % Por lo que

1 1
d(z,a) <d(z,z)+d(z,a) < —+ — < e
non

De donde x € N(A,¢). Esto prueba que

CI(N(A, %)) C N(A,e).

Usando el Lema 2.9, H(CI(N(A, 2)), A) <.

Concluimos que

CL(N(A, ) — A.

S|
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2.2. Limites inferior y superior

Definicién 2.12. Sean X un continuo y (A,), C 2% definimos:

Lim inf A, = {x € X :paratodae>0,B(x)NA,#

para casi toda n salvo un nimero finito},

Lim sup A, = {x € X : para toda € >0, B.(z) N A, #0

para una inifinidad de n’s}.

Teorema 2.13. Sean X un continuo y (A,), C 2%. Entonces se tienen las siquientes

condiciones.

a) Lim sup A, # 0.

b) Lim inf A, C Lim sup A,.

c) Lim sup A, y Lim inf A, son cerrados en X.

d) Si(By), C 2% tal que A,, C B, para cadan € N, entonces Lim inf A, C Lim inf B,.

Demostracion.

Para probar a), por cada n € N, elegimos a,, € A,. Como X es compacto, existe z € X y
una subsucesién de (ayp, ) de la sucesion (ay), tales que a,, — z. Dado € > 0, existe un

nimero natural K tal que a,, € B.(x) para toda k > K. De donde,
B(z)N A, #0

para una infinidad de n’s. Por lo que x € Lim sup A,. Asi, Lim sup A, # 0.
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Para demostrar b), sea « € Lim inf A, y € > 0. Entonces existe N € N tal que
B.(x) N A, # 0 para toda n > N. Por lo que z € Lim sup 4,. De donde,

Lim inf A,, C Lim sup A,,.
Con el fin de probar ¢), sean x € Cl(Lim sup A,,) y € > 0. Entonces
Lim sup A, N B.(z) # 0.

Sea z € Lim sup A, N B.(x). Como z € B(x), existe 6 > 0 tal que Bs(z) C B(x).
Dado que
z € Lim sup A, Bs(z) N A, # 0

para una infinidad de n’s. De aqui, B.(z) N A, # () para una infinidad de n’s. Por lo que

x € Lim sup A,. Concluimos que
Cl(Lim sup A,) C Lim sup A,

y el Lim sup A,, es un conjunto cerrado.

Para probar la segunda parte de ¢), sean x € Cl(Lim inf A,) y € > 0. Entonces
Lim inf A, N B.(z) # 0.

Sea z € Lim inf A, N Be(z). Como z € B.(z), existe 6 > 0 tal que Bs(z) C B.(z). Dado
que z € Lim inf A, existe N € N tal que Bs(z) N A, # () para toda n > N. De aqui,

B.(x) N A, # () para toda n > N. Por lo que x € Lim inf A,. Concluimos que
Cl(Lim inf A,) C Lim inf A,
y el Lim inf A,, es un conjunto cerrado.

La prueba d), se sigue de la definicién de limite inferior.

Teorema 2.14. Sea (X, d) un continuo. Sea (4,), C 2%. Si(A,). converge con la métrica

de Hausforff a un A € 2%, entonces

Lim inf A,, = A = Lim sup A,.
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Demostracion.

Supongamos que (A, ), converge con la metrica de Hausdorff a un A € 2%. Demostraremos
que

Lim inf A, = A = Lim sup A,.

De la definicién de los limites inferior y superior,
Lim inf A,, C Lim sup A,.

Ahora vamos a demostrar que A C Lim inf A,. Sea a € Ay e > 0. Como A, — A,

existe N € N tal que H(A, A,,) < € para toda n > N. Por el Lema 2.9,
AC N(e,An) y A, C N(e A)para todan > N.

Sea n > N. Entonces a € N(e¢, A,,) y existe x, € A, tal que d(a,z,) < €. De manera que
z, € A, N B(a). Por lo que hemos probado que A,, N B.(a) # () para todo n > N. Por la

definicién de limite inferior, @ € Lim inf A,,. Por lo que

A C Lim inf A,

Por otro lado, queremos demostrar que Lim sup A, C A. Supongamos que Lim sup A,
no esta contenido en A. Asi existe x € Lim sup A, tal que z ¢ A. Dado que A es cerrado,
existe € > 0 tal que B.(z) N A = ). Dado que z € Lim sup A, existe N € N tal que
Be(z) N A, # ) para toda n > N. Como A, — A, existe N’ € N tal que H(A, 4,) < 3
para toda n > N’. Por el Lema 2.9,

Ac N(%,An) v A, C N(%,A)

para toda n > N'.
Sea M = max {N, N'}. Sea m > M. Entonces B¢ (x)N A, # 0. Elegimos z € B (z) N Ay,
Ast
€ €
d(z,z) < g ¥ %€ A, C N(§,A).
De aqui que existe a € A tal que d(z,a) < §. Por desigualdad del tridngulo,

d(z,a) <d(z,z)+d(z,a) < %—I— g =e.
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Entonces d(x,a) < € y a € B.(x) N A, una contradiccién. Por lo que Lim sup A4, C A.

Concluimos que

Lim sup A, = A = Lim inf A,,.
[
Teorema 2.15. Sea (X, d) un continuo. Sean (A,), C2X yAC X. Si A= Lim inf A, =
Lim sup A, entonces (A,), converge con la métrica de Hausforff a A.

Demostracion.

Supongamos que A = Lim sup A, = Lim inf A,,. Dado que Lim sup A,, es cerrado y no
vacfo, A € 2%. Finalmente demostraremos que (A, ), converge a A. Sea e > 0. Necesita-

mos demostrar la siguiente afirmacion.

Afirmacion.

a) Existe M; € N tal que A C N(¢, A,) para toda n > M;.
b) Existe My € N tal que A,, C N(¢, A) para toda n > M.

Veamos a). Dado que la familia {B<(a) : @ € A} es una cubierta abierta de A y A es

un compacto, existen aq, ..., a,, € A tales que

A C Bg(a)U---UBe(anm).

£
2

Sea i € {1,...,m}. Como A = Lim inf A,, existe N; € N tal que A, N B¢(a;) # 0 para
toda n > N;. Sea My = max {Ny,..., N, }. Vamos a probar que A C N(¢, A,) para toda
n > M. Sea a € A. Entonces existe i € {1,...,m} tal que d(a,a;) < §. Sean n > M, y
z € A, N Bg(a;). Asi,

d(a,z) <d(a,a;) +d(a;, z) < % + % = €.

Por lo que a € N(¢, A,). Concluimos que A C N (e, A,,).
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Para probar b), supongamos lo contrario. Entonces para toda N € N, existe n > N

tal que A,, ¢ N(e, A). De lo anterior, tenemos lo siguiente:

i) para N = 1, existe n; > 1 tal que A,, Z N(e, A);
i1) para N = ny + 1, existe nyg > ny + 1 tal que A,,, ¢ N(e, A);
i11) para N = ny + 1, existe ng > ny + 1 tal que A,,; ¢ N(e, A).

Continuando con este proceso, se prueba que existe una sucesién de nimeros naturales

ny <ng <ng<--- tal que 4,, ¢ N(e, A) para todo k € N. Para cada k € N, elegimos
T, € Ap, \ N(e, A).

Ahora, como X es compacto, existen xy € X y una subsucesién (xnkl)l de (x,,) tal que
Tn,, — To- Dado que

(2, )i € X\ N(e, A)

y este conjunto es cerrado,

20 € X\ N(e, A).

Entonces g & A.

Por otra parte, tenemos que x,, — oy (A, )i es una subsucesién de (A,)n, o € lim

nkl

sup A, = A. Por lo que zy € A, una contradiccién. Esto termina la prueba de b).

Finalmente sea M = max {M;, My} y n > M. Por la afirmacién,
ACN(e,Ay) v A, C N(e A).

Por el Lema 2.9, H(A,, A) < € para toda n > M.
Por lo tanto (A,), converge a A.

Teorema 2.16. Sean X un continuo, A, B € 2% y dos sucesiones (Ap)n, (Bn)n C 2%

tales que A, -+ A y B, — B. Si A,, C B,, para toda n € N, entonces A C B.

Demostracion.
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Sean a € Ay e > 0. Por el Teorema 2.14, Lim inf A, = A, existe N € N tal que
B.(a) N A,, # () para toda n > N. Dado que A,, C B,, para todan > N, B.(a) N B, #
para toda n > N. Entonces a € Lim inf B, = B (por el Teorema 2.14). Por lo tanto
ACB. [
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Teorema 2.17. Sean X un continuo, A, B € 2% y (A,)n,(Bn)n C 2% tales que A, — A
y B, — B. Si A, N B, # 0 para toda n € N, entonces AN B # (.

Demostracion.

Para cada n € N, escojamos a, € A, N B, C X. Dado que X es compacto, existe una
subsucesion (ay,, )i de (an), convergente a algin a € X. Por lo que a € Lim sup 4, N

Lim sup B,. Por el Teorema 2.14, a € AN B. Por lo tanto AN B # {). |

Teorema 2.18. Sean (X, d) un continuo y (A,), C 2. Entonces se tienen las siquientes

condiciones.

i) x € Lim inf A, si y sélo si existe una sucesion (x,), C X tal que z,, € A, para

todon e N yx, — z.

i) x € Lim sup A, siy solo si existen dos sucesiones (ng)r C N y (x,, ) C X tales

queny <ng < -+, T, € Ay, para todo k €N y x,, — x.

Demostracion.

Para demostrar la Necesidad de 7), sea € Lim inf A,. Sean € N. Como A,, es compacto,

por el Lema 1.11, existe z,, € A, tal que
d(x,z,) =inf{d(z,y) : y € A,}.

Vamos a demostrar que z,, — x. Sea ¢ > 0. Como x € Lim inf A,,, existe N € N tal que
B.(z) N A, # 0 para toda n > N. Para toda n > N, elegimos a,, € B.(X) N A,. Sea

n > N. Por la construcién de la sucesién (z, )y,
d(z,z,) < d(z,a,).

Como

an € Be(z),d(z,z,) <e.

Por lo que la sucesién (z,,), converge a z.

Para la Suficiencia de i), sea (z,), una sucesién que converge a z tal que z,, € A, para
toda n € N. Sea ¢ > 0. Entonces existe NV € N tal que z, € B.(z) para toda n > N. Asi,
B.(X)N A, # 0 para todan > N. Por lo que z € Lim inf A,.
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Para probar ii). Sea x € Lim sup A,. Para ¢ = 1, existe N; C N infinito tal que
Bi(x) N A, # 0 para toda n € Ny. Ahora, elegimos

ny € Nyy x,, € Bi(z) N A,,.

Para e = 3, existe Ny C N infinito tal que B%(a:) N A, # 0 para toda n € N,. Dado que

1
29

N5 es infinito, existe no, € Ny tal que ny > ny. Asi, elegimos

Tp, € B(z)1 N A,,.

1
2

Continuando con este proceso podemos construir una sucesion de niimeros naturales n; <
ng < --- y puntos z,, € A,, tal que d(z,z,,) < % Como % — 0, tenemos que z,, — .
Esto prueba la Necesidad de 7).

Finalmente, supongamos que existen una sucesién de niimeros naturales n; < ng < ---y
puntos x,, € A,, para todo k € N tal que k,, — . Sea ¢ > 0. Entonces existe K € N
tal que z,, € B.(x) para todo k > K. De donde B.(x)N A, # 0 para todo k > K.Por lo
que

x € Lim sup A,,.

Esto termina la prueba de la Suficiencia de 7). [

Lema 2.19. Sean X un continuo, v € X, (A,), C 2¥ y N € N tal que x € A,, para toda
n > N. Entonces x € Lim inf (A,).

Demostracion.

Sea € > 0. Dado que = € B.(z) N A,, # () para toda n > N, x € Lim inf (A,). |
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2.3. Funciones multivaluadas

Definicién 2.20. Sean (X,d) y (Y,d') continuos, xg € X, f: X — 2Y una funcién.

Decimos que f es:

- semicontinua inferiormente (l.s.c.) en xq si para cada € > 0 eziste § > 0 tal que
para todo punto x € X con d(x,x¢) < § y para todo y € f(x¢) podemos encontrar

z € f(x) cond(y,z) <e.

- semicontinua superiormente (u.s.c.) en xy si para cada € > 0 existe § > 0 tal
que para todo punto x € X con d(z,xy) < d y para todo z € f(x) podemos encontrar

y € f(xo) cond(y,z) <e.

- continua en xy siempre que sea l.s.c. y u.s.c. en xg.

Definicién 2.21. Sea X un continuo. Diremos que f : X — 2% es l.s.c. (u.s.c., continua)

si f es ls.c. (u.s.c., continua ) en cada punto de X.

Proposicién 2.22. Sean (X,d) y (Y,d') continuos y f : X — 2¥ una funcion. Entonces

se tienen las siguientes condiciones.

1) fesls.c.enxy siy solo si f(xg) C Lim inf f(z,) para cada sucesion (xy,), en X

tal que x, — g,

2) f esu.s.c. enxgy siy solo si Lim sup f(x,) C f(xo) para cada sucesion (xy,), en X

tal que x,, — xo;

3) [ es continua en xy si y sélo si Lim f(z,) = f(xg) para toda sucesion (x,), en X

tal que x,, — xg.
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Demostracion.

Para la Necesidad de 1), sea (x,), C X tal que x,, = z. Supongamos que f es Ls.c. en
xg. Sean y € f(xg) y € > 0.
Probaremos que existe N € N tal que B.(y) N f(x,) # () para toda n > N.
Dado que f es ls.c., existe 6 > 0 tal que para toda x € X con d(z,z9) < 0 y para
toda y € f(xg), existe z € f(z) tal que d'(y,2) < e. Como z,, — xp, existe N € N tal
que d(zp,x9) < § para toda n > N. Sea n > N. Entonces existe z, € f(x,) tal que
d'(y, zn) < €. Asi,

o € B (5) N £(22)

para toda n > N. Por lo tanto y € Lim inf f(z,).

Para la Suficiencia, supongamos que f(zo) C Lim inf f(x,) para toda sucesién (z,),
tal que z,, — x(. Para demostrar que f es l.s.c en xy, supongamos lo contrario. Entonces

existe € > 0, tal que para toda n € N, existen x, € X con

1
d(xnwa) < E Y Yn € f(x())

tales que, para toda z € f(x,), se tiene que d'(2,y,) > €. Como (y,), C f(z0) y f(z0) es
compacto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que y,, — y para algin y € f(xo).
Dado que z, — zy, por hipétesis, y € Lim inf f(z,). Por la definicién de limite inferior,

existe N € N tal que Bg (y) N f(x,) # 0 para toda n > N. Elegimos
2y € B‘g(y) N f(x,) para toda n > N.

Por la compacidad de X, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z, — z para

algin z € X. Usando que (z,)n>n € Bg'(y), d'(zn,y) < § para toda n > N. Asi
@(ny) = d'(9).d(2,y) < 5 <

Por otro lado, dado que z, € f(z,) para toda n > N, d'(z,,y,) > € para toda n > N.

Asi, por la continuidad de la métrica d’,
d' (zn,yn) — d'(z,y) yd'(z,y) > €,

una contradiccion. Por lo tanto f es l.s.c.
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Para demostrar la Necesidad de 2), supongamos que f es u.s.c. Sean (z,), C X tal
que x, — xo y y € Lim sup f(z,). Vamos a demostrar que y € f(xg). Supongamos que
y ¢ f(z0). Dado que f(x) es cerrado, existe una e > 0 tal que B (y) € X\ f(20). Usando
que f es us.c., para {, existe 0 > 0 tal que para todo x € X con d(z,x¢) < 0 y para
todo z € f(x), se tiene que existe y € f(xo) tal que d'(y,2) < 5. Como x,, — xp, existe
N € N tal que la d(z,,z¢) < ¢ para toda n > N. Dado que y € Lim sup f(z,), existe

una sucesion (ng)r C N tal que
np<ng<---y Bgl(y) N f(xy,) # 0 para todo k € N.

Sean k € N tal que ny, > Ny 2, € Bgl(y) N f(xy,). Dado que d(zg,z,,) < 0, existe
Yn, € f(x0) tal que d'(yn,, 2,) < 7. Por la compacidad de X y de f(x), sin pérdida de
generalidad, podemos suponer y,, — yo para algun y, € f(zo). Entonces existe ky € N

tal que

DO ™

Mgy > Ny d'(Yny, > Y0) <

Asi,

€ € €
d/(y()?y) S d/(y07 ?Jnko) + dl(ynkoa znko) + dl(znkoay) < 5 + Z + Z_l = €.

De donde y, € BY (y) C X\ f(x0), una contradiccién. Por lo que y € f(z).

Concluimos que

Lim sup f(z,) C f(z0)-

Probaremos la Suficiencia de 2). Con el fin de probar que f es u.s.c. en x, supongamos
lo contrario. Entonces existe € > 0 tal que para n € N, existen x,, € X con d(z,,x¢) < %
y zn € f(x,) tales que para todo y € f(xg), se tiene d'(y, z,) > €. Dado que x,, — zy, por
hipétesis, Lim sup f(z,) C f(xg). Por la compacidad de X, existe una sucesién (ny)r C N
tal que n; <me < --- y 2z, — 2 para algun z, € X.

Entonces

2o € Lim sup f(z,) C f(xo).

Asi, zy € f(xg). Por lo que d'(29, zn,) > € para todo k € N. De donde

lim d'(zo, 2n,,) = d'(20,20) =0 > ¢,

k—o0
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una contradiccon. Por lo tanto f es u.s.c. en x.

Para demostrar la Necesidad de 3), supongamos que f es continua en xg. Sea (z,), C X

tal que x,, — . Entonces f es l.s.c y u.s.c en zg. Por 1) y 2), tenemos que
f(zo) C Lim inf f(x,) y Lim sup f(z,) C f(zo).
Asi, dado que
Lim inf f(z,) C Lim sup f(z,), f(zo) = Lim inf f(z,) = Lim sup f(z,).

Usando el Teorema 2.14,
Lim f(x,) = f(xo).

Para la Suficiencia de 3), sea (x,,), C X tal que x,, — x¢. Dado que Lim f(z,) = f(x),

por el Teorema 2.15,
f(zo) = Lim inf f(z,) = Lim sup f(x,).

Por lo que

f(x(]) C Lim inf f(xn) yle sup f(xn) - f(x(J)

De donde f es l.s.c y u.s.c en xy. Concluimos que f es continua z.



Capitulo 3

Funciones sobre hiperespacios

A continuacién estudiaremos cuatro funciones muy especificas para las cuales analiza-

remos su continuidad y su relacién con los continuos suaves.

Definicién 3.1. Sea X wun continuo hereditariamente unicoherente. Definimos las si-

gquientes funciones

fr9:2% = C(X) como:
fA) =K eC(X): ACK}y

g(A) =K € C(X): ACInt (K)}.

Proposicién 3.2. Las funciones f y g estan bien definidas.

Demostracion.

Sea A € 2. Dado que A C f(A)Ng(A), por Teorema 1.5, f(A) y g(A) son subcontinuos
de X. |

Definicién 3.3. Sean X un continuo y A € 2%. Definimos
GA)={KeCX):ACcInt(K)} y

FA)={KeC(X): AC K}

40
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Definicién 3.4. Sea X un continuo. Definamos las siguientes funciones

F.G:2% — C(C(X)) como:

Teorema 3.5. Sean X un continuo y A € 2%. Entonces F(A) y Cloox)(G(A)) son
subcontinuos de C(X).
Demostracion.

Por el Teorema 2.16, se tiene que F(A) es cerrado en C(X). Observemos que X € F(A).
Para probar la conexidad de F(A), sean K, L € F(A) tales que K, L # X. Por el Colorario
2.8, existen arcos ordenados ay fde K a X y L a K, respectivamente. Entonces a U 3
es un subcontinuo de F(A) que contiene a K y L. Por lo que F(A) es conexo. Asi, F(A)
es un subcontinuo de C'(X). De manera similar se prueba que G(A) es conexo en C'(X).

Por lo que Clg(c(x))(G(A)) es un subcontinuo de C'(X). |

Proposicion 3.6. Sea X un continuo. Las funciones F' y G estan bien definidas.

Demostracion.

La prueba se sigue del Teorema 3.5. |

Observemos que G(A) C F(A). Dado que F(A) es un cerrado en C(C(X)), G(A) C
F(A) para cada A en 2%,

Teorema 3.7. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente y A € 2%. Entonces

G(A) = F(g(A)).

Demostracion.
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Para probar la primera contencién, sean A € 2¥ y K € G(A). Entonces existe una
sucesion (K,), C C(X) tal que K,, - K y A C Int(K,,) C K,, para toda n € N. Vamos

a probar que g(A) C K. Recordemos que
GA)={K eC(X): AcCInt(K)}.

Entonces K,, € G(A) para toda n € N. Asi, g(A) C K,, para toda n € N. Por el Teorema
2.16, g(A) C K. De donde K € F(g(A)). Por lo que G(A) C F(g(A)).

Para probar la otra contencién, necesitamos demostrar las siguientes afirmaciones.

Afirmacién I. g(A) C g(CI(N(A, 1))) para toda n € N.

Sean n € Ny K € G(CI(N(A4, 1))). Entonces
1 1
Ast K € G(A). Por lo que

MG(4) € GOUN(A, 1))

De donde
9(4) C g(CUN (4, ).

Afirmacién I g(A) = () g(CI(N(A, 1))).

n=1

Por la Afirmacién I, g(A4) C g(CI(N(A, 1))).

Para probar la otra contencién, sea z € [ g(CI(N(A,1))). Con el fin de probar que
n=1

z € g(A), supongamos que z ¢ g(A). Asi existe K € G(A) tal que A C Int (K) y z ¢ K.

Por el Lema 1.13, existe 7 > 0 tal que N(A,r) C Int (K). Sea m € N tal que = < r.

Entonces

N(A,l) C N(A,r) CInt (K).

m

Por el Lema 1.16,

CIN(A, ——)) € N(A, 1) € N(A,r) C Tnt (K.

2m m
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De donde K € G(CI(N(A, 2))). Dado que
2 e (G(CUN(A, ),z € K.

lo cual es una contradicién. Por lo que z € g(A). Esto termina la prueba de la Afirmacién

II.
Afirmacién IIL g(CI(N (A4, =5))) C g(CI(N(A4, +))) para toda n € N.

Para probar la contencién, sean n € Ny K € G(CI(N (A4, +))). Entonces

CI(N/(A, nL)) C CIN(A, 1)) € Tnt (K).

+1 n

Ast K € G(CI(N(A, =7))). De donde

1 1
G(CUN(A, 7)) € G(CUN (A, ———)))-
Entonces
o(CIN - Mg ) GCUN(A, ) = g(CUN (A, 1))
Por lo que

9(CIN(4, — ) € g(CIN(A, ).

Afirmacién IV. g(CI(N(4,1))) — g(4).
Sea € > 0.Usando la Afirmacién III y la Proposicién 1.14, existe NV € N tal que
1
N(g(4),0) 5 g(CI(N(4, 2)))

para toda n > N. Sea n > N. Demostraremos que

H(g(A),g(CI(N (A, =)))) <.

n

Por el Lema 2.9, es suficiente probar que
1
GCUN(A, ) € N(g(4),€) y

9(4) C N(e,g(CIN(A, 2))).
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La primera contencion se sigue de la eleccion de N y la segunda contencién, se sigue de

la Afirmacién 1.

Regresando a la prueba de que F(g(A)) C G(A), sea K € F(g(A)).
Entonces g(A) C K. Sea n € N. Dado que

1 1
9(4) € g(CUN (4, ~))) yg(CUN (4, ~)))
es un continuo, K U g(CI(N(A, 1))) es un continuo. De la definicién de la funcién g,

G(CI(N(A, %))) S CI(N(A. %)) S N(A. %) S A,

Asf KU g(CI(N(A, 1)) € G(A).

Por otra parte, por el Teorema 2.10 y la Afirmacién IV,
1
K Ug(CI(N(A, 5))) — K Ug(A).
De donde
1
K Ug(CI(N(A, E») — K.

Asi, como G(A) es un cerrado en C(X), K € G(A). Esto prueba que F(g(A)) C G(A).

Por lo tanto

Teorema 3.8. La funcion F' es u.s.c.

Demostracion.

Sean A € 2% y (A,), una sucesiones en 2% tal que (A,), — A. Por el Teorema 2.22,
es suficiente demostrar que Lim sup F'(A4,) C F(A). Sea K € Lim sup F(A,). Usando
el Teorema 2.18, existen dos subsucesiones (A4,, )i v (K, )r tales que K, € F(A,,)y
(Kn, )k converge a K. De la definicién de F, tenemos que (A, ) C (K, ) para todo k € N.
Por en Teorema 2.14,

A=LmA, CLmK, =K.

En consecuencia A C Ky K € F(A). Por lo tanto Lim sup F(A4,) C F(A). [ |
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Teorema 3.9. La funcion G es l.s.c.

Demostracion.

Sea A € 2% y (A,), una sucesiones en 2% tal que (A,), — A. Por el Teorema 2.22,
es suficiente demostrar que G(A) C liminf G(A,,). Sea K € G(A). Por definicién de G,
existe una sucesién de continuos (K,), tal que K,, - K y A C int (K,,) para cadan € N.
Sea n € N. Entonces

A Cint (K,).

Asi, A € (int (K,)). Dado que (A,), — A, existe N € N tal que A,, € (int (K,)) para
toda m > N. De donde, A,, C int (K,) para toda m > N. Por definicién de la funcién
G, K, € G(A,,) para toda m > N. Por el Lema 2.19, K,, € liminf G(4,,). De donde
(Kp), C liminf G(A,,). Dado que

(K)o — K,

por el Teorema 2.13, ¢),

K = Lim K,, € liminf G(A).

Esto prueba que
G(A) C liminf G(A,).

Una prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [3, Lema 2, p. 5].

Lema 3.10. La funcion g es u.s.c.
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Teorema 3.11. Sean (X,dy) y (Y,d2) espacios métricos tal que Y es compacto y f :
X — Y una funcion suprayectiva. Sea xy € X. Entonces [ es conlinua en a si y solo si
para toda (a,), C X tal que Lima, = a y para toda subsucesion (an, )i de (an), tal que

la sucesion (f(an,))r es convergente en'Y, se cumple que Lim f(a,,) = f(a).

Demostracion.

Para demostrar la Suficiencia, supongamos que f no es continua en a. Entonces existe

e > 0, tal que para toda n € N, existe y,, € X tal que

Aa,yn) <+ v d(f (), Fly)) > €

Claramente la sucesién (y,,), converge a a. Dado que Y es compacto, existe una subsu-
cesion (Yn, )k de (yn)n tal que la sucesién (f(yy,))r es convergente en Y. Por hipdtesis,
Lim f(yn,) = f(xo). Asi, para € > 0, existe N € N tal que d(f(xo), f(yn,)) < € para todo
k > N, una contradiccién. Por lo que f es continua.

Para probar la Necesidad supongamos que f es continua en zo. Sea (a,), C X tal
que Lima, = a y sea (an,)r C (a,), tal que la sucesién (f(a,,))r es convergente en Y.
Por la continuidad de f en a, Lim f(a,) = f(a). Dado que la sucesién (f(ay,))r es una

subsucesién de (f(an)), convergente, Lim f(a,, ) = f(a). [ |

Teorema 3.12. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente y A € 2. Entonces

la funcion G es continua en A si y solo si la funcion g es continua en A.

Demostracion.

Para demostrar la Suficiencia, supongamos que g es continua en A. Por el Teorema 3.9,
G es ls.c. en A. Ahora demostraremos que G es u.s.c. en A. Sean A € 2% y (4,), una

sucesiones en 2% tal que (A,), — A. Por el Teorema 2.22, es suficiente demostrar que

Lim sup G(A,,) C G(A). Por la Proposicién 3.7,
Lim sup G(A,,) = Lim sup F(g(A,)).
Usando que F' es u.s.c.(3.8),

Lim sup F(g(A,)) C F(g(4)) = G(A).
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Concluimos que
Lim sup G(A,) C G(A).

Asi, G es u.s.c. en A. Por el Teorema 2.22, GG es continua en A.
Para demostrar la Necesidad, supongamos que G es continua en A. Sea (A,), una
sucesion convergente a A. Sea n € N. De la definicion de la funcion g, para cada m € N,

se tiene que:

G(CI(N(A,, %))) S CI(N(A,, %)) S N(A,, %) S A

De donde g(CI(N(A,, L)) € G(A,) para cada m € N. Usando que
1

(Ver Afirmacién IV, en la prueba del Teorema 3.7), g(A,) € G(A,). Sea (g(A,,))r una

sucesiéon convergente arbitraria de (g(A,)),. Por el Teorema 2.14 y la continuidad de G,
Limg(A,,) € LimG(A4,,) = G(A).

Asf usando la Proposicién 2.22 y la definicién de la funcién F, g(A) C Lim g(A,, ). Dado
que g es u.s.c. (por Lema 3.10) y por el Teorema 2.22,

Lim sup g(4,,) = Limg(A,,) C g(A).

Por lo que

Lim g(An,) = g(A).

Usando el Teorema 3.11, g es continua. [ |

Teorema 3.13. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente. Entonces la funcion

G]Fl(x) es continua st y sélo si la funcion g]Fl(X) es continua.

Demostracion.

Para demostrar la Suficiencia, sea A = {z}. Supongamos que g| ,, es continua en A. Por
el Teorema 3.9, G es l.s.c. en A. Ahora demostraremos que G es u.s.c. en A. Sea (A,),
una sucesion en F(X) tal que (A4,), — A. Por el Teorema 2.22; es suficiente demostrar

que Lim sup G(4,) C G(A). Por la Proposicién 3.7,

Lim sup G(A,,) = Lim sup F(g(A,)).
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Usando que F' es u.s.c.(3.8),
Lim sup F(g(4,)) C P(g(A)) = G(A).

Concluimos que

Lim sup G(A,) C G(A).

Asi, G es u.s.c. en A. Por el Teorema 2.22, G es continua en A.
Para demostrar la Necesidad, supongamos que G|, x) es continua en A = {z}. Sea
(An)n C Fi(X) una sucesion convergente a A. Sea n € N. De la definicién de la funcién

g, para cada m € N, se tiene que:
G(CUN(An, 1)) 5 CUN(An, ) 5 N(Au ) 5 A,
De donde g(CI(N(A,, +))) € G(A,) para cada m € N. Usando que
o(CUN (A, ) = g(Ay)
(Ver Afirmacién IV, en la prueba del Teorema 3.7),
g9(4,) € G(A,).

Sea (g(A,,))r una sucesiéon convergente arbitraria de (g(A,)),. Por el Teorema 2.14 y la

continuidad de G|,y
Limg‘Fl(x)(Ank) € Lim G\Fl(x)(Ank) — G\Fl(x)(A).
Asi usando la Proposicién 3.7 y la definicion de la funcion F,
g‘Fl(gC)(A) C Limg|F1(x)(Ank).
Dado que g]Fl(x) es u.s.c. (por Lema 3.10) y por el Teorema 2.22,
Lim sup 9|p1($)(Ank) = Limg’Fl(x)(Ank) C g‘Fl(x) (A).
Por lo que

Usando el Teorema 3.11, g, () € continua. |

Una prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [2, Lema 1, p. 2].

Lema 3.14. La funcion f es l.s.c.



49

Teorema 3.15. Sean X un continuo hereditariamente unicoherente y A € 2. Entonces

la funcion F es continua en A si y solo si la funcion f es continua en A.

Demostracion.

Para demostrar la Suficiencia, sea A € 2% y supongamos que f es continua en A. Por
el Teorema 3.8, F' es u.s.c. en A. Ahora demostraremos que F' es lLs.c. en A. Sea (A,)n
una sucesién en 2% tal que (A,), — A. Por el Teorema 2.22, es suficiente demostrar que
F(A) C Lim inf F(A,). Sea K € F(A). Entonces A C K € C(X). Por definicién de
la funcién f, f(A) ¢ K. Hagamos B, = A, U A para n € N. Notemos que B, — A.
Por la continuidad de f, f(B,) — f(A). Sea n € N. Por la definicién de la funcién f,
B, C f(B,). Dado que
AC KN f(B,),KUf(B,)

es un continuo tal que contiene A,,. Asi, K U f(B,) € F(A,). Por Teorema 2.18 y dado
que K € f(A),K U f(B,) — K entonces K € Lim inf F'(A,,) con esto concluimos

F(A) C Lim inf F(A,).

Para demostrar la Necesidad, supongamos que F' es continua en A. De acuerdo a
la definicion 2.20, probaremos que f es ls.c. y u.s.c. Por el Lema 3.14, la funcion f
es l.s.c. Para probar que f es u.s.c., por la Proposicion 2.22, es suficiente mostrar que
Lim sup f(A,) C f(A) para cada sucesién (A,), en 2% convergente a A. Sea (A, ), una

sucesiéon en 2% convergente a A. Por la continuidad de F,
F(A) =Lim F(A,).

Dado que A C f(A) (por definicién de f), por el Colorario 3.2 y la definicién de F', f(A) €
F(A). Usando el Teorema 2.18 y que f(A) € F(A) = Lim F'(4,), existe K,, € F'(4,) para
toda n € N tal que

Lim K,, = f(A).

De que cada A,, C K, por la definicién de f, cada f(A,) C K,. Sea z € Lim sup f(A4,).
Por el Teorema 2.18, existe un z,, € f(A,,) para toda k € N tal que (z,, ), convergente
a z. Dado que cada z,, € f(A,,) C K,,, por el Teorema 2.18, z € Lim K, = f(A).
Concluimos que Lim sup f(A,) C f(A). |
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Lema 3.16. Sea X un continuo. Sean A € 2% tal que F(A) = G(A) y (A,), una sucesion

convergente a A. Entonces
F(A) =G(A) = Lim sup F(A,) = Lim inf F(A,) = Lim inf G(A,,).

Demostracion.

Supongamos que F(A) = G(A). Por el Teorema 3.8,
Lim sup F(A,) C F(A) = G(A).

Por el Teorema 3.9,

F(A) = G(A) C Lim inf G(A,).

Por definicién de las funciones F'y G, G(A,,) C F(A,) paratodan € N. Asi, Lim inf G(A,,) C

Lim inf F/(A,). Por el Teorema 2.13,
Lim inf F'(A4,) C Lim sup F(A,).
Por lo que
Lim sup F(A,) C F(A) = G(A) C Lim inf G(A,) C Lim inf F'(A4,)) C Lim sup F(4,).
Por lo tanto

F(A) = G(A) = Lim sup F(A,) = Lim inf F(A4,) = Lim inf G(A,).

Teorema 3.17. Sean X un continuo y A € 2X. Entonces F es continua en A si y sélo

si F(A) = G(A).

Demostracion.

Para demostrar la Necesidad, supongamos que F' es continua en A. Primero probaremos
que F(A) C G(A). Sean K € F(A) y la sucesion (CI(N(A, 1)),. Por la continuidad de F
y por Lema 2.11,

F(CI(N(A, %)) 5 F(A).
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Dado que

1 1
K € Lim inf F(CI(N(A,—)) = Lim,F(CI(N(A, —)) = F(A),
n n
por el Teorema 2.18, existe K, € F(CI(N(A, L)) para cada n € N tal que K, — K.

Observe que

1 1
A C N(A, ﬁ) C CI(N(A, ﬁ) C K,

para cada n € N. Entonces A C int(kK,,) para toda n € N. Asi
(Kpn)n C{K € C(X): ACint(K)} =G(A).

De donde K € G(A). Esto prueba que F'(A) C G(A). Para demostrar la otra contencion,
sean K € G(A) y (K,)n C G(A) tal que K,, - K. Dado que A C K,, para todan € N
y K, — K, por Teorema 2.16, A C K. De donde K € F(A). Asi, G(A) C F(A). Esto
prueba F(A) = G(A).

Para demostrar la Suficiencia, supongamos que F(A) = G(A). De acuerdo a la defi-
niciéon 2.20, probaremos que F' es L.s.c. y u.s.c. en A. Por el Teorema 3.8, la funcién F' es
u.s.c. Para probar que F es ls.c., sea (4,), una sucesién convergente a A. De acuerdo a
la Proposicién 2.22, probaremos que F'(A) C Lim inf F(A,). Esta contencién se sigue del

Lema 3.16. Concluimos que F' es u.s.c., l.s.c. y es continua en A. [ |

Corolario 3.18. Sean X un continuo y A € 2%. Si F es continua en A, entonces G es

continua en A.

Demostracion.

Por la Proposicién 3.9, G es l.s.c. Vamos a demostrar que G es u.s.c. Dado que G(A4,) C

F(A,,) para toda n € N,
Lim inf G(4,) C Lim inf F(4,).

Por el Teorema 2.13,

Lim inf F'(A,) C Lim sup F(4,).
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Usando que F' es continua en A, por el Teorema 3.17,
Lim sup F(A,) = Lim F(A,) = F(A) = G(A4).

Por lo que

Lim inf G(4,) C G(A).

Asi, G es u.s.c. Por lo tanto G es continua en A. [ |

Teorema 3.19. Sean X un continuo y A € 2X. Si Glpx) t Fi(X) = C*(X) es continua

en cada {x} para cada x € A, entonces G es continua en A.

Demostracion.

Supongamos la restriccion

G\Fl(X) LB (X)) = C*(X)

es continua en cada sigleton {x} € Fi(X) para cada x € A. Por el Teorema 3.9, G
es l.s.c. Vamos a demostrar que G es u.s.c. Sea (A,), una sucesién convergente a A.
Por el Teorema 2.16, es suficiente demostrar que Lim sup G(4,,) C G(A). Consideremos
K € Lim sup G(A,) y € > 0. Vamos a probar que existe L € G(A) tal que H(K, L) < e.

Por el Teorema 2.18, existe una sucesién (K, ) tal que
K = Lim K,, yKn, € G(An,)

para toda k € N. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer K = Lim K, y K,, €
G(A,) para toda n € N. Por cada n € N, por la definicién de la funcién G existe una
sucesion (Rym)m C G(A,) tal que Lim R, ,,, = K,,. Entonces existe una sucesion (R, m, )k

tal que R, m, — K. Dado que A,, C Int (R,, ) para todo k € N,
LimA,, = A, LimR,, ,», = K,

por el Teorema 2.14, A C K. Sea x € A. Dado que Lim A,, = liminf A,, = A, por el
Teorema 2.18, existe una sucesién de (z,, ) convergente a x tal que z,, € A,, para toda
k € N. Entonces

T, € Ay, CInt (R, m,)
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para todo k € N. De donde R,, n, € G({zn,}) para toda k € N. Dado que R, m, — K,
por el Teorema 2.18,

K € Lim sup G({zn, }).

Por la continuidad de G en {x},
K € Lim sup G({,,}) = Lim G({, }) = G({z}),

Asi K € G({z}). Por la definicién de G, existe K(x) € G({z}) tal que H(K, K(z)) <

£
5-
Hagamos

L=KUCH( J{K(x):z € A}).

Dado que A C K y x € K(z) para cada © € A, L es un continuo. Usando que = €
Int(K (x)) para cada = € A,

Ac| J{nt (K(z)):z € A} C L.

Ast AC Int(L) y L € G(A). Finalmente probaremos K C N(L,¢) y L C N(K,¢). Dado
que K C L, K C N(L,¢). Para probar la otra contencién, sea a € L. Por la definicién
de L, solo consideramos el caso a € Cl(|J{K(x) : = € A}). Entonces existen z € Ay
y € K () tales que d(a,y) < 5. Ahora, usando que H(K, K(x)) < §, existe b € K tal que
d(b,y) < 5. De donde

d(a,b) <d(a,y) +d(y,b) < e.

Asi L C N(K,¢). Esto prueba H(K, L) < €. Por lo que
K € G(A) y Lim sup G(4,) C G(A).

Por lo tanto G es continua en A.

Corolario 3.20. La funcién G es continua si y solo si la reestricion G|p, )+ Fi(X) —

C?*(X) es continua.

Demostracion.

Solo probaremos la Suficiencia, ya que la Necesidad se sigue de la continuidad de G. Sea
A € 2%, Dado que Glpx) o Fi(X) — C?*(X) es continua, ésta es continua en cada {z}

para cada x € A. Por el Teorema 3.19, G es continua en A. Por lo tanto G es continua. W
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Corolario 3.21. Para un continuo hereditariamente unicoherente X. La continuidad de

la funcion g es equivalente a la continuidad de la restricion g\Fl(X).

Demostracion.

Para la Necesidad supongamos que g es continua. Por Teorema 3.12, G es continua. Del
Corolario 3.20, G|, (x) s continua. Por el Teorema 3.13, g|F1(m) es continua.
Para la Suficiencia, supongamos que g| Fi(z) €5 continua. Usando el Teorema 3.13, G| Fu(X)

es continua. Del Corolario 3.20, G es continua. Por el Teorema 3.12, g es continua. ]
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3.1. Suavidad y la funcién F

Definicién 3.22. Sean X un continuo y p € X. Decimos que X es suave en p Si para
cada punto x € X, para cada sucesion de puntos (x,), C X que convergen a x y para
cada K € C(X) tal que p,x € K, existe una sucesion (K,), C C(X) tal que K = Lim K,

y para cada n € N, p,x, € K.

Proposicion 3.23. Sean X un continuo y p € X. Entonces X es suave en p si y solo si

la funcion restricion Flp, ., @ Fa(p, X) = C(C(X)) es continua.

Demostracion.

Para probar la Necesidad, sean A € Fy(p, X) y una sucesién (A,), C Fy(p, X) tales que
A, — A. Sea h = F|F2(p’X). Primero vamos a probar que h es u.s.c. Por Proposicién 2.22,
demostraremos que Lim sup h(A4,) C h(A4,). Usando que F es u.s.c. y dado que A € 2%,
(Ay)n C 2% vy (A,), converge a A en X,

Lim sup F(A,) C F(A,).

Por lo que Lim sup h(A,) C h(A,). Esto prueba que h es u.s.c. Finalmente veamos que h
es L.s.c. Sean A = {(p,a)} € Fa(p, X) y una sucesion (A,,), C Fy(p, X) tales que A, — A.
Queremos demostrar que h(A) C liminf h(A,). Sea K € h(A). Entonces A C K € C(X).
Dado A,, — A, por la Proposicién 2.18, existe (z,), C X tal que z,, = a y x, € A,, para
todo n € N. Como X es suave en p, existe (K,), C C(X) tal que p,z, € K, para todo
n €Ny K, - K. Sean € N. Demostraremos K,, € h(A,). Consideremos los siguientes
casos.

Caso I. Supongamos que p # a.

Podemos suponer que z,, # p para toda n € N. Asi, A, = {z,,p} C K, para toda
n € N. Por lo que K,, € h(A,,) para toda n € N.

Caso II. Supongamos p = a.

Consideremos los siguientes dos subcasos.
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Subcaso I. Supongamos que z,, = p para toda n € N.

Entonces A, = {p} para toda n € N. Asi, A, = {p} C K,, € h(A,) para toda n € N.

Subcaso II. Supongamos que z,, # p para toda k € N.
De donde A,, = {p,z,,} C K, € h(A,,) para toda k € N. Entonces para cada
2 € (Tp)n \ (Tn, )k, se tiene z = p. Por lo que A,, C K,, € h(A,) para toda n € N.

De los casos anteriores y dado que K,, — K, concluimos K € liminf h(A,). Por lo que
h(A) C Lim inf h(A,).

Esto prueba que h es l.s.c. y h es continua.

Para probar la Suficiencia, sean z € X, K € C(X) tal que z,p € K y (z,), C X tal
que z,, — x. Por cadan € N, sea A,, = {z,,p}. Dado que A,, — {z,p} € Fy(p, X), por la

continuidad de h,
h(An) = h({z,p}).

Usando que K € h({z,p}), Por la Proposicién 2.18, existe una sucesién (K,), C C(X)
tal que A, C K, para todan € Ny Lim K,, = K. Concluimos que X es suave. |

Proposicion 3.24. Si un continuo X es suave en p, entonces para cada A € 2;( la

funcion F es continua en A.

Demostracion.

Sea A € fo. Por Teorema 3.8, F' es u.s.c. en A. Vamos a demostrar que F es l.s.c. Sea
¢ > 0. Por el Teorema 3.23, F| Fa(p,x) €5 uniformemente continua. Asi, existe § > 0 tal que
si

P,Q € F(p, X) yH(P,Q) < ¢,

entonces H?(F(P), F(Q)) < €. Sean B € 2% tal que H(A,B) < §y K € F(A). Vamos a
demostrar que existe L € F/(B) tal que H(K, L) < €. Por el Lema 2.9, B C N (6, A). Sea

x € B. Entonces existe y, € A tal que d(z,y,) < J. Entonces

2} Ay} € Falp, X) yH({p, 2}, {p, y=}) <6,
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por la continuidad uniforme de F| Fy(p, X))

H*(F({p,2}), F({p,yz})) <.

Por el Lema 2.9,
F({p,ya}) € N*(e, F({p, x})).
De donde {p,y,} C A C K. Porlo que K € F({p,y.}). Asi, existe L, € F({p, x}) tal que
H(K,L;) < §.Sea L =Cl(U:{L,: z € B}). Notemos que x € L, N B para todo = € B,
LeC(X)y BC L. Asi L € F(B). Finalmente probaremos que H(K, L) < e. Primero
veamos que L C N(e, K). Dado que H(K, L,) < § para cada € B, por el Lema 2.9,
L, C N(e, K) para todo z € B. Por lo que
L=c|J L) c Cl(N(%, K)) C N(e, K).

zeB
Ahora, probaremos que K C N(e, L). Dado que H(K, L,) < § para cada x € B, por el
Lema 2.9, K C N(e, L,) para toda x € B. De donde K C N(e, L). Nuevamente, por el
Lema 2.9, H(K, L) < e. Esto prueba que F es l.s.c. en A. Por lo tanto F' es continua en
A. [

Proposicion 3.25. Sean X un continuo yp € X. Si F' es continua en cada elemento de

C(p, X), entonces X es suave en p.

Demostracion.

Sean z € X, (z,), una sucesién convergente a z y K € C(p, X) tal que € K. Para
toda n € N, sea A, = K U {z,}. Vamos a probar que A, — K. Sea ¢ > 0. Dado
que x, — x, existe una N € N tal que d(z,,z) < € para toda n > N. Sea n > N.
Claramente K C N(¢, A,). Ahora, sea y € A,. Si y € K, entonces y € N(¢, K). En el
caso de que y = x,, usamos que d(z,,r) < € y x € K, para obtener que y € N(e, K),
asi A, C N(e, K). Usando el Lema 2.9, H(K, A,) < €. Esto prueba la convergencia de la
sucesién (A, ), al continuo K. De la continuidad de F' en K, F(A,) — F(K). Como

K € F(K) = Lim inf F(A,),
por la Proposicién 2.18, existe (K,), C C(X) tal que

LimK, =K yz,,p€ A, C K, € F(A,)
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para toda n € N. Por lo que X es suave en p.

Tomando en Conjunto los resultados de las Proposiciones (3.23,3.24,3.25),0btenemos

Teorema 3.26. Sean X un continuo y p € X. Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes.
i) X es suave en p.
it) F es continua en A para cada A € 2,7
iii) F es continua en K para cada K € C(p, X).
w) Flp,, x) s continua.

Demostracion.

i) = ii). Se sigue de la Proposicién 3.24.
i) < iv). Se sigue de la Proposicién 3.23.
iii) = i). Se sigue de la Proposicién 3.25.
i4) = 4i1). Usando la continuidad de F en cada elemento de 2 y que C'(p, X) C 2, para

obtener que F' es continua en cada elemento de C(p, X). [ |
La prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [6, Corolario (3.3), p. 84].

Teorema 3.27. Sea X un continuo. Entonces X es localmente conexo si y solo st X es

suave en cada uno de sus puntos.

Corolario 3.28. Sea X un continuo. Las siguientes condiciones son equivalentes.
i) X es localmente conezo.
ii) F es continua.
iii) Flp x) es continua, paran > 2.

w) Flp,x) es continua.
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Demostracion.

i) = 1i). Se sigue del Teorema 3.26 i), y del Teorema 3.27.

i1) = 1ii). Se sigue de que las funciones restricién de funciones continuas son continuas y
de que F,(X) C 2% para cada n € N.

i11) = 1v). Se sigue de que la funcién restricién F| £, (x) € continua, para n > 2y de que
Fy(X) C F.(X).

iv) = 1i). Se sigue de que la funcién restricion F|p, (p.x) €S continua para cada p € X, del

Teorema 3.27 y del Teorema 3.26 i). [



Bibliografia

[1] Dugundji, J., Topology, Allyn and Bacon, Inc., Boston, Mass, 1966.

[2] Goodykoontz, Jr., J.T., Connectednees im kleinen and local connectedness in 2% and

C(X), Pacific J. Math, 53, (1974), 387-397.

[3] Goondykoontz, Jr., J.T., Some functions on hyperspaces of hereditarily unicoherent

continua. Fund. Math. 95, (1977), 1-10.
[4] Kelley, J.L., Hyperspaces of a continuum, Trans. Amer. Math. Soc. 52, (1942), 23-36.

[5] Nadler, Jr., S. B., Hyperspaces of Sets, Monographs and Textbooks in Pure and Ap-
plied Math., Vol. 49. New York, Basel: Marcel Dekker, 1978.

[6] Mackowiak, T., On smooth continua. Fund. Math. 85, (1974), 79-95.

60



